Matrice |



NOTION DE MATRICE

Soit K =R ou C.

DEFINITION

On appelle matrice de taille n x p a coefficients dans K la donnée d’un
ensemble de np coefficients de K rangés dans un tableau A de n
lignes et p colonnes.

Les entrées de ce tableau (coefficients) sont numérotés avec deux
Indices :

Q@ Le premier indique le numeéro de la ligne.
@ Le second indique le numéro de la colonne.



@ On note alors

( a1 a2 - Aip \
dpy dop -+ dop
A = (aj)1<i<ni<j<p =
\ dni dn2 - dnp )

o Par a; on désigne I'intersection de la i°M€ ligne et de la j°M€
colonne.

e On note M,.»(K) 'ensemble des matrices de taille n x p a
coefficients dans K.



EXEMPLES

1 147 0 3 o
A= 1 2 |empe); B= ( 03z ) e Maa(R)
1

1 2 0

C=[1 3 -1 | eMs3R)=M;R) matrice carrée d’ordre 3
1 —1 3

D=(2 7 v2)eM3(C) matrice ligne

E = ( 1 ) e Ms.1(C) matrice colonne



EXEMPLES

€ My(R)

€ My(R)

€ My(R)

matrice triangulaire supérieure

matrice triangulaire inférieure

matrice diagonale



EXEMPLES

(100 0)

K = 0100 =: | matrice identité de My (R)

“ oo 1o | " ‘

\0 00 1)
(0 0 0)
0 00 .

L= 000 | 043 matrice nulle deMy.3(R)
\ 0 0 0/

M = (ajx)1<j<2:1<k<3

Soit ay = k* — j, alors

12 _1 22_41 32 _ 14 0O 3 8
M=(ai)igj<ei<kss = | 12_o 02_9 32_5 |=| _1 2 7 |-



Calcul matriciel




EGALITE DES MATRICES

DEFINITION

Deux matrices A et B sont eégales et on écrit A = B si
Q clles ont méme nombre de lignes;
@ celles ont méme nombre de colonnes;
@ les coefficients a la méme position sont égaux.

Exemples



ADDITION DES MATRICES

On n’additionne que les matrices qui sont de méme taille (méme
nombre de lignes et méme nombre de colonnes).

DEFINITION

Si

A= (aj)1<i<ni<j<p €t B=(bji<i<nmi<j<p

sont deux matrices de taille n x p et a coefficients dans K, alors la
somme de A et B est la matrice

A+ B = C = (cj)i<i<mi<j<p

de taille n x p dont chaque coefficient et somme des coefficients de
méme position de A et de B, i.e.,

Cjj = a,-j+b,-j.
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EXEMPLES

1+(=1) 2+ (-3)

1 1 1 1
1 2 |+ -1 =3 |=
1 -1 5 —1+5 —1+1

0

4
1 AN, (2 20\ [ 142 14(-2) ~1+0
1 2 —1 3 2 2 ) \1+4(-8) 2+2 -1+2

(3 =1 -
-2 4 A

1+ 1 1+(1)>



EXEMPLES

<2j—k+1> (—j+2k—1>
1<j<3;1<k<3 1<j<3;1<k<3

([2j—k+1]+[—j+2k—1])

1<j<3;1<k<3

) 1<j<3:1<k<3

(/
1+1 1+2 14+ 3
— 2+1 24+2 2+3

+1 3+2 3+3



PROPOSITION

Soient A, B, C € M,.»(K) trois matrices (de méme taille). Alors
@ A+ B = B+ A, ondit que I'addition dans M.,(K) est commutative.
Q@ (A+B)+ C=A+ (B+ C), ondit que I'addition dans M,.,(K) est
associative.

© A+ 0pp = A, ondit que la matrice nulle 0 (a nlignes et p
colonnes) est un élement neutre pour I'addition dans M. ,(K).

Q Si A= (aj)1<i<mi<j<p, ON définit —A par —A = (—aj)1<i<ni1<j<p
de sorte que




MULTIPLICATION D’ UNE MATRICE PAR UN SCALAIRE

DEFINITION

Soit A € Mp.p(K) et o € K. La multiplication de la matrice A par le
scalaire o est la matrice noté aA et obtenue en multipliant les
coefficients de A par . Si A = (aji)1<i<n.1<j<p, alors

aA = (aaj)i<i<ni<j<p € Mnp(K).

Plus explicitement, on a

(311 a2 - a1p\ (04311 adig - 0431p\
doy dao2 dop Qdoy Qdo2 - Qdop

\ 3;71 3;72 a;lp ) \ Oéélim 045.3n2 Oéé.znp )



EXEMPLES
1 2 x 1 2 x 1 2 2
o 1 2 2 x 1 2 x 2 2 4
1 1 2x (1) 2x(=1) 2 -2

7T<j—|-k) = ([/—I—k]7r)
1</<3;1<k<3 1</<3;1<k<3

((14—1)77 (1+2)r (1—|—3)7T>
= 24+1)r 2+2)r (24 3)7
B+1)r (83+2)r (3+3)7

27 31 4m
— 3r 4m 57
A7 Sr 6r



PROPOSITION

Soient A, B € Mp.p(K) et o, 5 € K. Alors
Q@ o(A+ B) =aA+aB.
Q@ (a+ B)A=aA+ SA.
@ (0)A = 0p.p.
QO (—-1)A=(-A.
@ (ap)A = a(BA).
QO (1)A=A




D’ UNE MATRICE LIGNE PAR UNE MATRICE

COLONNE

Pour effectuer le produit d’'une matrice ligne A par une matrice colonne
B, il faut que le nombre de colonnes dans A soit exactement egale au
nombre de lignes dans la matrice B. Autrement dit, la matrice ligne A
et la matrice colonne B ont méme nombre d’éléments.

DEFINITION

On a

(o
bo1
(a1 a2 -+ aip) . = a11b11 + a12021 + - - + A1pbp1-

\b/:m)




EXEMPLES

=77

1
(1 -1 1 2)(1
— 1
(

(1 -11 2) = (M) +(=DM)+()(=1)+(2)(38) =5

N~—— ~—0——




D’ UNE MATRICE PAR UNE MATRICE COLONNE

Pour effectuer le produit d'une matrice A par une matrice colonne B, il
faut que le nombre de colonnes dans A soit exactement egale au
nombre de lignes dans la matrice B.

DEFINITION

Si Ac My,(K) et Be M,.1(K), alors le produit AB = C est la matrice
C = (¢i1)1<j<n € Mp.1(K) dont les coefficients sont donnés par

cj1 = le produit de la °M€ |igne de A par la matrice colonne B.




Plus explicitement

AB =

( a1 a2 - Aip \
dpoy do2 -+ dpp
\ dnmi dp2 -+ dnp )

b11
(o1

\bfm/

( ai1by1 + aizbo1 + - - + a1pbpi \
ap1b11 + @by + -+ + aopbpi

\ am b11 + anpbot + - - + a@npbp1 )



EXEMPLES

1 -1 1
0 -1 0
1 3 0
1 -1 1 2
0 -1 0 2

—1301\

0-1+(=1)(=1)+0-1+2(=1)
(=1)-1+3(=1)+0-1+1(=1)

)

( 1T-14+(-1)(—-1)+1-14+2(-1) )



D’UNE MATRICE PAR UNE MATRICE

Le produit de deux matrices A et B ne peut étre effectué que si le
nombre de colonnes de A soit exactement egale au nombre de lignes
de B.

DEFINITION

Si A e My.,(K) et Be M,.(K), alors le produit AB = C est la matrice
C = (Cik)1<j<n1<k<q € Mnq(K) dont le coefficient de la /M€ ligne et
la kM€ colonne est donné par

Cix = le produit de la f°M€ |igne de A par la KM€ colonne de B.

Plus explicitement

Cik = aj b1y + ajgbgk + - ajpbpk.




(311 aip - a1p\ (bﬂ bio - b1q\

a1 axp -+ a boy boo - bo
AB=| . M o 7| =
\ dm dn2 -+ dnp / \ Opt Bp2 -+ bpg )
( a11b11 + aiobot + - -+ a1pbpt -+ @11b1g + @12b2g + - - - + A1pbpq )
ap1b11 + @opboy + -+ 4 @opbpt -+ @21b1g + @o2b2g + - - - + 82pbpg

\ ambi1 + anpbor + -+ anpbpr -+ ap1big + a@npbog + - + @npbpg |



EXEMPLES

1 -1 1 2 1 3 0

0 -1 0 2 1 -1 0 | =
~1 3 0 1 1 -1

1 -1 1 /1 31\
0O -1 0 2
0 1) -1
\ o 1)
T 14+ (-1)14+1(-1)+2-0 1-3+(-1)(—-1)+1(-1)+2-1
(o-1+(1)1+0(1)+2-o o-3+(1)(1)+0(1)+2-1)
(=11 +3-1+0(=1)+1-0 (=1)-3+3(-=1)+0(—1)+1-1

-1 5
= -1 3
2 -5

N

-1 3



PROPOSITION : LE PRODUIT DES MATRICES EST
@ Associative

A(BC) = (AB)C

pour A € Mp.p(K), B € Mp.o(K) et C € My.m(K).
@ Distributive par rapport a I'addition

A(B+ C)=AB+ AC
pour A € Mp.,(K) et B, C € Mp.q(K), et
(A+ B)C=AC+ BC

pour A, B € Mp.p(K), C € Mp.q(K).
© Compatibile avec la multiplication un scalaire

a(AB) = (aA)B = A(aB)

pour A € Mp.p(K), B € Mp.q(K) et a € K.




DEFAUTS DU PRODUIT

Q@ Le produit des matrices n'est pas commutatif

(00)(10)(50)
(9)(58)-(11)

@ Le produit de deux matrices peut-étre nul sans que l'une des
matrices ne soit nulle.

AB=0+#>A=0 ol B=0.

(00)(00)=(00)

En effet

o O

2
0

En effet



MATRICES IDENTITE

Une matrice identité est une matrice carrée diagonale dont les
coefficients sont égaux a 1.

@ La matrice identité de M3(K) est

|

@ La matrice identité de M, (K) est

o O =
o =0

— O O
N~ —

QO - 0
o - 0O 0O
o

1
0
0
0



PROPOSITION

@ Pour toute matrice A € My.,(K) et matrice identité [, € Mp.p(K), on
a

Al, = A

@ Pour toute matrice carrée A € M, »,(K) et matrice identité
lrb € Mp.p(K), on a




PUISSANCE D’UNE MATRICE

Pour calculer les puissances d’'une matrice A, il faut gu’il soit une

matrice carrée.
Si A et B sont deux matrices carrées de méme taille, alors

(A+ B)? = A+ AB+ BA + B?

etona
(A+ B)? = A2 + 2AB + B?

seulement lorsque AB = BA.



Plus généralement, on a

PROPOSITION

Soit A et B deux matrices carrées qui commutent entre eux, AB = BA.
Alors pour tout entier n, on a

(A+ B)" = Zn: (Z) Ak gk

k=0

(Z) B k!(nni k)

En particuler, pour toute matrice carrée Aon a

(A+ )" = En: (Z)Ak.

k=0

avec




Matrice inversible




MATRICE INVERSIBLE

DEFINITION

Une matrice carrée A d'ordre n est dite inversible s’il existe une
matrice carrée B de méme taille que A vérifiant

AB = I, = BA.

On appelle B l'inverse de A et on la note A~'. Cet inverse est unique.

o
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=
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sl a, 5,7, A sont non nuls.

~ N
O O O ~Ix

O O ~Ic0O

OO O




PROPOSITION

@ Pour toute matrice carrée inversible A € Mj.,(K) et tout scalaire

non nul A € K*, on a

1
MY 1= —A T,
(AA) )

© Pour deux matrices carrées inversibles de méme taille
A, B € Mp.n(K), on a

(AB) ' =B 1A,

© Pour toute matrice carrée inversible A € M,.,(K) et tout entier

k € N,ona
(Ak)—1 _ (A—‘I )k.




