Espaces vectoriels




Un IK-espace vectoriel est un ensemble non vide E muni :

@ d’une loi de composition interne (L.C.1) qui est une application
de E x E dans E :

ExE —E
(u,v) —u+v

@ d'une loi de composition externe (L.C.E) qui est une
application de IK x E dans E :

IKx E —E
(Mu) = Au

IK est un corps (souvent IK = IR)



Définition

Soit E un ensemble non vide muni d'une loi de composition interne
notée + et d'une loi de composition externe de domaine IK notée .

(E,+,.) est un IK -espace vectoriel (ou un espace vectoriel sur IK)
si et seulement si les quatre propriétés suivantes sont vérifiées :

(E,+) est un groupe commutatif

lik-u = u (pour tout u de E)

a.(B.u) = (ap).u (pour tous a, § € IK, u € E)
a.(u+v) =a.u+ B.v (pour tous a € IK, u,v € E)
(o + B).u = a.u+ B.u (pour tous o, f € IK, u € E)




Les éléments de E sont appelés des vecteurs et ceux de IK des
scalaires.

L’élément neutre Of s'appelle aussi le vecteur nul.
Le symétrique —u d'un vesteur u de E s'appelle aussi I'opposé.
La loi de composition interne sur E, notée +, est I'addition.

La loi de composition externe sur E est la multiplication par
un scalaire.



Exemple fondamental :

e Posons IK=IR et E=IR?

o IR2={(x,y)/x € R,y € IR}

@ Un élément u de E est donc un couple (x,y) avec x élément
de IR et y élément de IR.

o La loi interne :
Si (x,y) et (X, y’) sont deux éléments de E, alors :

)+ () =x+xy+y)eE
o La loi externe :
Si X est un réel et (x,y) un élément de IR?, alors :

A(x:y) = (Ax; Ay)
o L’élément neutre de la loi interne est le vecteur nul (0,0)
o Le symétrique de (x, y) est (—x, —y), que l'on note aussi
_(X,_)/)



Exemple 2 :

e F(IR,IR) est I'ensemble des fonctions f : IR — IR
o La loi interne :
Pour f,g € F(IR,IR), f + g est définie par
Vx elR (f+g)(x) = f(x) + g(x)
o La loi externe :
Pour A € IR et f € F(IR,IR), la fonction A.f est défini par :
Vx € IR (A.f)(x) = Af(x)
@ L’élément neutre de la loi interne est la fonction nulle définie
par :
Vx€IR f(x)=0
@ Le symétrique de n'importe quelle fonction f € F(IR,IR) est la
fonction g de F(IR,IR) définie par :
Vx € IR g(x) = —f(x)
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Soit E un IK-espace vectoriel et soient u,v € E et o, 5 € IK

Proposition

o a.(u—v)=a.u—a.v
o (a—plu=au—Lf.u

Conséquences :

(] 0|K-U:0E a.OE:OE

o a.(—u)=—a.u (—a).u=—a.u

Théoréme

au=0<a=0k ou u=0g




Un sous-espace vectoriel

Soit E un IK-espace vectoriel

Définition
Une partie F de E est appelée un sous-espace vectoriel si :

e OpFeF
@ u+v e F pourtous u,v de F
@ a.u € F pour tout o € IK et tout u € F




Exemplel

F = {(x,y) € IR?/x + y = 0} est un sous-espace vectoriel de IR
car :
o (0,0)€ F

@ Si u=(x1,y1) et v =(x2,y2) appartiennent a F, alors
x1+y1=0etxo+y> =0, donc
(x1 +x2) + (y1 + y2) = 0, et ainsi
U+ v =(x1+x2,y1 + y2) appartient a F

@ Siu=(x,y) € FetaclR, alors
x+y=0doncax+ay =0
D'ot a.u € F



Exemple2

L’ensemble des fonctions continues sur IR est un sous-espace
vectoriel de I'espace vectoriel des fonctions de IR dans IR

@ La fonction nulle est continue
@ La somme de deux fonctions continues est continue

@ Une constante fois une fonction continue est une fonction
continue
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o F1 ={(x,y) €IR?/x+y =1} n'est pas un s.e.v de IR?
En effet, le vecteur nul (0,0) ¢ F

o F={(x,y) € IRz/x =0ou y =0} n'est pas un s.e.v de IR?
En effet, u = (2,0) et v=(0,2) € Fmaisu+v =(2,2) ¢ F

o F[3={(x,y) € IR2/X > 0ety >0} nest pas un s.e.v de IR?
En effet, u = (2,3) € F, mais pour a = —2,
2= (~4,-6) ¢ F
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Théoréme

Soient E un IK—espace vectoriel et F un sous-espace vectoriel de E.
Alors F est lui méme un IK—espace vectoriel pour les lois induites
par E.

Pour montrer que F est un espace vectoriel :
@ Trouver un espace vectoriel E contenant F

@ Prouver que F est un sous-espace vectoriel de E
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Est-ce que I'ensemble P des fonctions paires forme un espace
vectoriel 7
@ P sous-ensemble de 'espace vectoriel 7 (IR, IR)

o P={f € F(IR,IR)/Vx € IR, f(—x) = f(x)}

P est un s.e.v de F(IR,IR) car
© La fonction nulle est une fonction paire
Q@ Sif,gePalorsf+geP
Q@ SifePetsiaclIRalors af € P

= P est un espace vectoriel
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Combinaison linéaire

Soient vi, vo, ....., vy, n vecteurs d'un espace vectoriel E

Définition
@ Tout vecteur de la forme

uUu=aoai1vy +aavp + .... + apv,

est appelé combinaison linéaire des vecteurs vy, vs.....v,,.
@ Les scalaires a1, an, .....,a, € IK sont les coefficients de la
combinaison linéaire

A

Sin=1, alors u = a;vq et on dit que u est colinéaire a v;



© Dans le IR espace vectoriel IR®, (2,2, 1) est une combinaison
linéaire des vecteurs (1,1,0) et (0,0,1) caron a

(2,2,1) = 2(1,1,0) + (0,0,1)
@ Soit E = F(IR,IR) et fy, fi, f et f3 les fonctions définies par
fo(x) =1,A(x) = x, h(x) =, A(x) = x*

Alors la fonction f définie par f(x) = 2x3 — 4x? + x — 1 est
combinaison linéaire des fonctions fy, fi, > et f3 car

f=26—4h+h—f
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1 6

Soient u= [ 2 | et v= (4] deux vecteurs de IR3
-1 2
9
Montrons que w = | 2 | est combinaison linéaire de u et v
7
On cherche donc « et B tel que w = au + Sv

9 1 6 a 63 a+ 63
7 1 2 —a 23 —a+283
Equivaut a
9 =a+63
2 =2a+4g
7 =—a+28
Une solution de ce systéme est (a« = —3,5 = 2)

w est combinaison linéaire de u et v car w = —3u + 2v
16
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Théoréme

Soient E un IK-espace vectoriel et F une partie non vide de E.
F est un sous-espace vectoriel de E si et seulement si

au+ v € F pour tous u,v € F et tous o, 8 € IK.

Autrement dit toute combinaison linéaire de deux éléments de F
appartient a F.
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Soeint F et G deux sous-espaces vectoriels d'un IK-espace vectoriel
E

Proposition

L’intersection de F N G est un sous-espace vectoriel de E

Démonstration
@ 0ccF,0eec Gdonc0re FNG

Qo e Soient u,ve FNG

e F est un sous-espace vectoriel, alors u, v € F implique
u+veF
De méme u, v € G implique u+v € G
Doncu+veFNG
Soient u e FNG et a€lK
F est un sous-espace vectoriel, alors u € F implique aw € F
De méme u € G implique au € G
Donc au e FN G
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La réunion de deux sous-espaces vectoriels n’est pas en général un
sous-espace vectoriel

o F={(x,y) €IR?/x =0} et G = {(x,y) € IR?/y =0}
e (0,1)e F, (1,0)e G
0 (0,1)+(1,0)=(1,1)¢ FUG

@ F U G n’est pas un sous-espace vectoriel
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Somme de deux sous-espaces vectoriels

Soient F et G deux sous-espaces vectoriels d'un IK espace vectoriel
E

Définition

L'ensemble de tous les éléments u + v ol u est un élément de F et

v un élément de G, est appelé somme des sous-espaces vectoriels F
et G

F+G={u+v/ueF,ve G}

Proposition

@ F + G est un sous-espace vectoriel de E

@ F + G est le plus petit sous-espace vectoriel contenant F et G)




Exemplel

F={(x,y,2) €IR%/y=z=0} et G={(x,y,2) € R’/x =z =0}

Un élement wde F+ Gs'écrit w=u+vooue FetveG

@ Comme u € F, u=(x,0,0)

@ Comme v € G, v=(0,y,0)

Donc w = (x, y,0)
F+G={(xy,2) €IR?/z=0}

211



Exemple2

Soient F = {(x,y,z) €IR¥/x =0} et G = {(x,y,2z) €IR¥/y =0}
Montrons que F + G = IR3

e Soit w = (x,y,z) € IR

o w=(x,y,z) =(0,y,z) + (x,0,0) avec (0,y,z) € F et
(x,0,0) € G

oeweF+G

@ Ecriture pas unique :
(1,2,3)=(0,2,3) +(1,0,0) = (0,2,1) + (1,0, 2)
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Sous-espaces vectoriels supplémentaires

Soient F et G deux sous-espaces vectoriels de E

Définition

F et G sont en somme directe dans E si
e FNG = {OE}
o F+G=E

On note alors F®& G = E
On dit que F et G sont des sous-espaces vectoriels supplémentaires
dans E
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Proposition

F et G sont supplémentaires dans E si et seulement si tout élément
de E s'écrit d'une maniére unique comme la somme d’un élément
de F et d'un élément de G

o Si wo=utv avec u€f,veG alors uoo=u
w o =u+Vv veEFVEG v o=
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Q@ F={(x,0)€IR?/x IR} et G = {(0,y) € IR?/y € IR}
F&G=IR*?
FnG={(0,0)}
F+ G =1IR? car (x,y) = (x,0) + (0, y)
Conclusion : F & G = IR?
Autre méthode : la décomposition (x,y) = (x,0) + (0, y) est
unique
@ Gardons F et notons G’ = {(x,x) € IR?/x € IR}.
On a aussi F @ G' = IR?, car
o FNG ={(0,0)}
o F+ G =IR? En effet, (x,y) = (x —y,0) + (v, y)
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Sous-espace engendré

Soient vi, ....., v, des vecteurs d’un IK-espace vectoriel E

Théoréme

@ L’ensemble des combinaisons linéaires des vecteurs vy, ....., v,
est un sous-espace vectoriel de E

@ C'est le plus petit sous-espace vectoriel de E contenant les

vecteurs vi, ..... , Vp.
C'est le sous-espace engendré par vy, ....., vy, noté Vect(v,....., V)
’ue Vect(vy, ..., vp) < Jag, o, an € IK u=azvy + ..... + apvp
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@ Droite vectorielle Vect(u) = {au/a € IK} =IKu  (u # 0g)

Q@ Vect(u,v) = {au+ Bv/a,p €K}
Si u et v ne sont pas colinéaires, c'est un plan vectoriel

1 1
Q@ u= (1], v=|2]| IR} Déterminons P = Vect(u, v)
1 3
X X
y | € Vect(u,v) < |y | = au+ Bv pour certains «, 5 € IR
z z

X 1 1 X =a+p
Slyl=all]|+812]<¢ v =a+20
z 1 3 z =a+3p

Equation cartésienne x — 2y +z =10
© E=F(RIR), fo(x) = 1, fi(x) = x, h(x) = x2
Vect(fy, i, ) = {f/f(x) = ax? + bx + c} = IRy [x]
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Combinaison linéaire (Rappel)

e Soient vi, v, ....., v, des vecteurs d'un IK-espace vectoriel
E(p=1)
e Soient g, ay, .....,ap des éléments de IK

Définition
@ Le vecteur
Uu=a1vi +ava+.... + apVvp
est une combinaison linéaire des vecteurs vi, vo,....., v,

@ Les scalaires ay, an, ....., ap sont les coefficients de la
combinaison linéaire

A




Famille libre

Définition

Une famille {v1, v, .....,v,} de E est une famille libre (ou
linéairement indépendante) si toute combinaison linéaire nulle

a1vi + aavo + ...+ apvp = 0

implique que tous ses coefficients sont nuls, c’est a dire

A




Remarque

o Sila famille {vi,v,.....;v,} de E n’est pas libre, on dit que la
famille est liée ou linéairement dépendante

@ Dans ce cas, il existe une combinaison linéaire nulle de
{vi,v2,....., vp} avec au moins un coefficient non nul
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e Dans IR3, soit

1 4 2
2],(5].[1
3 6 0

o Est-ce une famille libre ou liée?

@ Ona
1 4 2 0
o1 (2] +ax |5 +a3|1l] =10
3 6 0 0

a1 +4ar +2a3 =0
& 201 + ban + a3 =0
3a1 +6ap =0
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@ Aprés résolution, on obtient

1 4 2 0 o 2om = 0
ar [2] +a |5 +as[1] =10 @{a1+a3_—0
3 6 0 0 2T

Le systéme a une infinité de solutions

@ Par exemple ap = 1,03 = —1,a0 = -2
1 4 2

@ La famille 21,151,11 est donc une famille liee
3 6 0
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Exemple2

1 2 2
o La famille 11,1-1],]1 est libre ou liee?
1 0 1

a1 + 20 +2a3 =10
@ On résout le systtme ¢ a3 —as +az3 =0 et on trouve
ar+a3 =0
comme unique solution vy = 0,ap = 0,3 =0

o Alors, c'est une famille libre
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@ Dans le IR-espace vectoriel IR[X], on considére :
Pi(X)=1-X
Po(X) =5+3X —2X?
P3(X) =1+43X —X?
@ 3P1(X) — Pa(X) +2P3(X) =0
@ {P1, P2, P3} est une famille liée

U



Famille génératrice

Soit E un IK-espace vectoriel Soient vq, va, ..., v, des vecteurs de E

Définition

La famille {v1, ..., vp} est une famille génératrice de E si tout
vecteur de E est une combinaison linéaire des vecteurs vq, ....., vp,
c'est a dire :

Vv € E dag,..,ap €K v=0a1vi + ... + apVp

25K
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o La famille {v1, vz, v3} est génératrice de IR

N < X
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1 1
Vi = 1 Vo = 2
3

1
La famille {vi, v»} est elle génératrice de IR®?
0
v=[1]eR®
0
V=o1vi +aaw
0 1 1 ar +ar =0
S|ll]l=0gl|l]|l4+a|2] < a1+ 20 =1
0 1 3 a1 +3a =0

Ce systéme n’a pas de solution

{vi,v2} n’est pas une famille génératrice de IR®
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Soit E = IR?

1 0
o = (O> 2= (1)
- . 2 X 1 0
o {v1,v»} est génératrice de IR" car y =x1{y +y 1
, 2 , 1
e *ne <1> = (1)

La famille {v;', v»'} est elle génératrice de IR*?
x\ . 200+ B = x

(y> =au v (:){ a+pB=y

a=x—y [=-—x+2y

{vi', v’} est aussi une famille génératrice de IR?

= |l existe plusieurs familles génératrices de IR?
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Soit E un IK-espace vectoriel

Définition

Une famille B = (vi, v2, ..., v,) de vecteurs de E est une base de E
si BB est une famille libre et génératrice

Théoréme

Soit B = (v1, v2, ..., V) une base de |'espace vectoriel E. Tout
vecteur v € E s'exprime de facon unique comme combinaison
linéaire d'éléments de B.

Autrement dit, il existe des scalaires aq, ..., o, € IK uniques tels
que :

V=0o1V] +QaVo + ... + QpVp

.

20



1> e = (2) forment la base canonique de IR?

3 1 .
Q vi = ( ) vy = (2> forment aussi une base de IR?
1 0 0
0 e=|1 es = | 0] forment la base canonique de IR®
0 0 1

X
V= y) = xe1 + yex + ze3
z
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O (1,X,X?,...,X") base canonique de IR,[X]
Q (1,1 +X,14+X+X?%,..,14+ X+ X%+ ..X") autre base de
IRL[X]

Théoréme

Tout espace vectoriel admettant une famille finie génératrice admet
une base

41



Définition
Un IK-espace vectoriel E admettant une base ayant un nombre fini
d’éléments est dit de dimension finie

¢

Théoréme

Toutes les bases d'un espace vectoriel E de dimension finie ont le
mé&me nombre d’'éléments

€

Définition
La dimension d’un espace vectoriel de dimension finie E, notée dim
E, est par définition le nombre d’éléments d'une base de E

.




@ La base canonique de IR? est ( <(1)) , <(1)> ) alors dim IR? =2

@ Les vecteurs ( (f) , G) ) forment aussi une base de IR?

@ dim IR,[X] = n+41 car Card{1,X,X? ... X"} =n+1
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Soit E un IK-espace vectoriel de dimension n

Théoréme

F = (v1,..., vn) une famille de n vecteurs de E
Il'y a équivalence entre :

(i) F est une base de E
(i) F est une famille libre de E

(i) F est une famille génératrice de E
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1 1
Vi = 1 Vp = 3
4 t

1

V3 —

Pour quelles valeurs de t € IR, (v1, v2, v3) est une base de

IR3?

dim IR® = 3 et Card {vi,v,v3} =3

A quelle condition la famille {v1, v2, v3} est libre?

Soient a1, an, a3 € IR tels que a1vi + asvo + azvy =0

4oy + taz +taz =0

ay +az+a3 =0
= a1 +3az2+az3 =0 <

{v1, v2, v3} est une base si

ay +azx +az =0 ag +az3 =0
202 =0 P a =0
(t—4)az +(t —4)az =0 (t—4)az =0

et seulement si t # 4
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Soit E un IK-espace vectoriel de dimension finie

Théoréme

@ Tout sous-espace vectoriel F de E est de dimension finie
Q@ dm F <dim E
Q@ dmE=dmF&< F=E
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Corollaire

Soient F et G sous-espaces vectoriels d'un |K-espace vectoriel E
avec F de dimension finie et G C F, Alors :

F =G < dimF = dimG
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X

o F= y| €R¥/2x -3y +z=0
z
2
o G=Vect(u,v) u=[1] v=1[1
1 -1

@ Est-ceque F=G?7
dim G = 2 car u et v ne sont pas colinéaires
eucfF,veFdoncGCF

1
dim F < dim IR® = 3 car (O) +F

0
dim F >dim G=2car GCF
o GCF,dmG=dmF=2=G=F

48



