Applications linéaires

Définitions

E et F désignent deux K -espaces vectoriels (Généralement K = R
ou C)

Une application f de E dans F est dite linéaire si :
@ V(u,v) € E?, flu+v)="Ff(u)+f(v)
Q@ YVuecE, VAeK f(\u)= A(u)
On note £(E, F) I'ensemble des applications linéaires de E dans F.

A
Remarque
On dit aussi que f est un morphisme d’espaces vectoriels.
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Applications linéaires

Définitions

Soit f une application linéaire de E dans F

@ Si F = E, on dit que f est un endomorphisme
L ‘ensemble des endomorphismes de E est noté £(&)

@ Si f est bijective, on dit que f est un isomorphisme

@ Si f est bijective et E = F, on dit que f est un
automorphisme
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Applications linéaires
Exemples

Exemple (Exemple 1)

f: R - R
x — ax (a€R)

est une application linéaire.

o V(x,y) € R?

fix+y) = alx+y)
= (ax) + (ay)
= f(x)+ f(y).

@ VxecRet A\ eRR,

f(Ax) = a(Ax)
= A(ax)
= M (x).
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Applications linéaires
Exemples

Exemple (Exemple 2)

f: R - R3
(x,y) = (x+y,x—y,2y)

est une application linéaire.
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@ Mq f((x,y) + (X', y)) = f(x,y) + (X, y')

F((y) + (X Y7) =tx+xy+y’)
=((x+x")+(y+y),(x+x)-(y+y').2(y+y')

=((x+y)+(x'+y'). (y)+(x-y"), 2y+2y)
=((x4y),(xy).2y)+((x'+y').(x-y").2y’)
= f(x,y)+ f(x.y').

@ Mq f(A(x,y)) = AM(x,y)

F(Alx,y)) =f(AxAy)
= (Ax +AyA XAy, 2)y)
= Ax+y.x-y,2y)
= A f(x,y).

6/22



Applications linéaires
Propriétés

Proposition (Caractérisation usuelle des applications linéaires)

Une application f de E dans F est dite linéaire si :

V(u,v) € E? et Y(\ p) € K%, f(Au+ pv) = Af(u) + pf(v).
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Applications linéaires
Propriétés

Si f est une application linéaire de E dans F, alors
o f(u—v)="Ff(u)—f(v), Y(uv)e€E?
o f(—u)=—f(u), YueE
e f(0g) =0 Important!!!
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Applications linéaires
Propriétés

Exemple (Exemple)
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Applications linéaires
Propriétés

Exemple (Exemple)

f: R — R3
(x.y) = (x+y,x—y,2y+1)

f n'est pas une application linéaire. en effet :

(0,0,1) # Ogs

f(Og2) = £(0,0)
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Applications linéaires
Propriétés

Proposition ( Composée de deux applications linéaires)

Soient E, F, et G des espaces vectoriels.

Si f est une application linéaire de E dans F et g est une
application linéaire de F dans G, alors g o f est une application
linéaire de E dans G.
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Applications linéaires
Propriétés

Proposition (combinaison de deux applications linéaires)

Soient E et F deux espaces vectoriels .
Si f et g sont deux applications linéaires de E dans F, alors
V(A 1) € K, AMf + ug est une application linéaire de E dans F.
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Applications linéaires

Noyau et image d'une application linéaire

Soient E et F deux espaces vectoriels et f : E — F une application
linéaire. On appelle
© Noyau de f : I'ensemble {u € E/f(u) = 0f}.
On le note ker(f).

@ Image de f : I'ensemble
{veF/JueE tel quev="F(u)} =
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Applications linéaires

Noyau et image d'une application linéaire

Soient E et F deux espaces vectoriels et f : E — F une application
linéaire. On appelle
© Noyau de f : I'ensemble {u € E/f(u) = 0f}.
On le note ker(f).

@ Image de f : ['ensemble
{veF/3uecE tel que v="f(u)} = f(E).
On le note Im(f).

© Ou bien Im(f) = {f(u),u € E} = f(E).(pratique)
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Applications linéaires

Noyau et image d'une application linéaire

Exemple (Exemple)

Déterminons le noyau de I'application linéaire

f: R2 — R?
(x,y) = (x+y,x+y)

ker(f) ={(x,y)/f(x,y) = Oz = (0,0)}
f(x,y) =(0,0) <
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Applications linéaires

Noyau et image d'une application linéaire

Exemple (Exemple)

Déterminons le noyau de I'application linéaire

f: R2 — R?
(x,y) = (x+y,x+y)

ker(f) = {(x,y)/f(x,y) = Og2 = (0,0)}
f(x,y)=(0,0) & (x+y,x+y)=(0,0)
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Applications linéaires

Noyau et image d'une application linéaire

Exemple (Exemple)

Déterminons le noyau de I'application linéaire

f: R2 — R?
(x,y) = (x+y,x+y)

ker(f) = {(x,y)/f(x,y) = Og2 = (0,0)}
f(x,y)=(0,0) & (x+y,x+y)=(0,0) & x+y=0&
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Applications linéaires

Noyau et image d'une application linéaire

Exemple (Exemple)

Déterminons le noyau de I'application linéaire

f: R2 — R?
(x,y) = (x+y,x+y)

ker(f) = {(x,y)/f(x,y) = Og2 = (0,0)}
f(x,y)=(0,0) = (x+y,x+y)=(0,0) & x+y=0&y=—x

ker(f) = {(x, —x)/x € R}
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Applications linéaires

Noyau et image d'une application linéaire

Exemple (Exemple)

Déterminons le noyau de I'application linéaire

f: R2 — R?
(x,y) = (x+y,x+y)

ker(f) = {(x,y)/f(x,y) = Og2 = (0,0)}
f(x,y)=(0,0) = (x+y,x+y)=(0,0) & x+y=0&y=—x

ker(f) = {(x,—x)/x € R} =
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Applications linéaires

Noyau et image d'une application linéaire

Exemple (Exemple)

Déterminons le noyau de I'application linéaire

f: R2 — R?
(x,y) = (x+y,x+y)

ker(f) = {(x,y)/f(x,y) = Og2 = (0,0)}
f(x,y)=(0,0) = (x+y,x+y)=(0,0) & x+y=0&y=—x

ker(f) = {(x,—x)/x € R} = ker(f) = vect{(1; —-1)}.
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Applications linéaires

Noyau et image d'une application linéaire

Exemple (Exemple)

Déterminons I'image de I'application linéaire

f: R - R?
(x.y) = (x+y,x+y).

Im(f) = {f(x,y): (x,y) € R?}
= {(x+y,x+y)i(x,y) € R?}
= {x(1,1) + y(1,1); (x,y) € R?*}

Tant que la famille {(1;1);(1;1)} est liée, en éliminant I'un des
deux, on obtient un systéeme libre {(1;1)}.
donc

Im(f) = vect{(1;1)}
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Applications linéaires

Noyau et image d'une application linéaire

Soient E et F deux espaces vectoriels et f : E — F une application
linéaire.

O ker(f) est un sous-espace vectoriel de E.

@ Im(f) est un sous-espace vectoriel de F.

© f injective < ker(f) = {0g}

Q f surjective & Im(f) = F
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Applications linéaires
Exemples
Exemple (Exemple 1)

Déterminons le noyau et I'image de I'application linéaire

f: R - R?
(xy) = (X+y,x+y).

@ On a Im(f) = vect{(1;1)}

Im(f) #R? =

16/22



Applications linéaires
Exemples
Exemple (Exemple 1)

Déterminons le noyau et I'image de I'application linéaire

f: R - R?
(xy) = (X+y,x+y).

@ On a Im(f) = vect{(1;1)}

Im(f) # R? = f n’est pas surjective

© On a ker(f) = vect{(1; —1)}

ker(f) = vect{(1,—1)}
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Applications linéaires
Exemples
Exemple (Exemple 1)

Déterminons le noyau et I'image de I'application linéaire

f: R - R?
(xy) = (X+y,x+y).

@ On a Im(f) = vect{(1;1)}

Im(f) # R? = f n’est pas surjective

© On a ker(f) = vect{(1; —1)}

ker(f) = vect{(1,-1)} # (0,0) =
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Applications linéaires
Exemples
Exemple (Exemple 1)

Déterminons le noyau et I'image de I'application linéaire

f: R - R?
(xy) = (X+y,x+y).

@ On a Im(f) = vect{(1;1)}

Im(f) # R? = f n’est pas surjective

© On a ker(f) = vect{(1; —1)}

ker(f) = vect{(1,—1)} # (0,0) = f n’est pas injective.
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Applications linéaires
Exemples
Exemple (Exemple 2)

Déterminons le noyau et I'image de I'application linéaire

f: R - R?
(X,)/) — (X—|—y,X—y).

ker(f) = {(x,y)/f(x,y) = Ogz = (0,0)}
f(x,y) =(0,0) < (x+y,x—y)=(0,0) = (x+y =0;x—y =0)
Sx=y=0
ker(f) = {(0,0)} = ker(f) = {0pe} =

ce qui implique que f est injective.
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Applications linéaires
Exemples

Im(f) = {f(x,y): (x,y) € R?}
= {(x+y,x—y)i (x,y) € R?}
= {x(1,1) +y(1, -1); (x,y) € R?}
Tant que la famille {(1;1); (1; —1)} est libre, donc

Im(f) = vect{(1;1),(1;-1)}

et tant que dim(Imf) = 2 = dim(R?) donc Im(f) = R? ce qui
implique que f est surjective.

f bijective = f automorphisme de R?
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Applications linéaires
Exemples

Théoréme

Soient E et F deux espaces vectoriels et f : E — F une application
linéaire. Si E est de dimension finie alors

dimE = rg(f) + dim(kerf)
avec

rg(f) = dim(Imf)
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Applications linéaires
Exemples

Déterminons le noyau et I'image de I'application linéaire

f: R = R?
(x,y,2) = (x—y,y—2).

ker(f) = {(x,y,2)/f(x,y,2) = Oz = (0,0)}
f(x,y,2) =(0,0) & (x—y,y—2) =(0,0) & (x—y =0;y—z = 0)
S (x=y=z)c ker(f)={(x,y,z)/x=y=2z)} ={x(1,1,1)/x € R}

donc
ker(f) = vect{(1;1;1)}

= dim(kerf) =1

ce qui implique que f n'est pas injective.
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Applications linéaires
Exemples

f: (R} — R?
(X7)/7Z) — (X—y,y—Z).

Selon le théoréme du rang
dim(R3) = dim(Imf) + dim(kerf)
Or dim(kerf) =1 donc
3 =dim(Imf) + 1
ce qui implique que

dim(Imf) =2 =
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Applications linéaires
Exemples

f: (R} — R?
(X7)/7Z) — (X—y,y—Z).

Selon le théoréme du rang
dim(R3) = dim(Imf) + dim(kerf)
Or dim(kerf) =1 donc
3 =dim(Imf) + 1
ce qui implique que
dim(Imf) = 2 = Im(f) = R?

donc f est surjective.
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Applications linéaires
Exemples

Autrement : pour déterminer Im(f) par une autre méthode :
Im(f) = {f(x,y,2)i (x,y,2) € R’}

={(x—y,y — 2)i (x,y,2) € R*}
= {x(1,0) + y(—1,1) + z(0, —1); (x, y, z) € R*}

Tant que la famille {(1,0); (—1,1);(0,—1)} est liée, en éléminant
I'un des trois, on obtient un systéme libre, donc

Im(f) = vect{(1;0),(—1;1)}

et vu que dim(Imf) = 2 = dim(R?) donc Im(f) = R? ce qui
implique que f est surjective.
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